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approachesmorethan oneinvariantset･Atypicalexampleisamodelforcycliccompet.ition,where
theheterocliniccyclecan betheLA)-limitset.Thusthepersistencecan bereducedtosomeconditions
ontheboundary乱ow.
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1 始めに
力学系モデルを用いて生態学等の問題を考察する
際に考えるべき重要な問題として,そのモデルで記
述される系において,ある種が絶滅するか否かとい
う問題があげられる.これを数学の問題として扱う
麻に最初に考えるのは,その種が絶滅する状態を記
述する平衡点が安定であるかという点である.もし
この平衡点が (大域的に漸近)安定であれば,この系
は時間経過とともにこの平衡点に近づく,すなわち
その種は絶滅する.
また,考えているすべての種が共存するという状
況を考える場合,その状態に対応する平衡点 (これ
は,第 1象限の内部にあることから,内部平衡点とよ
ばれる)が存在して,しかも安定であるかということ
を考える.もしも,内部平衡点が (大域的に漸近)安
定であれば,時間の経過にともない,系は内部平衡点
に近づいてゆき,定常な共存状態となる.
このように,平衡点の安定性は系の行く末と摩接
に関係しているが,安定性を数学的に検証すること
は,多くの身合,計算量が莫大であり,事実上不可能
である.
また,内部平衡点が不安定である場合には,その生
態系において,すべての種が共存する場合もあれば,
ある種が絶滅する場合もある.
したがって,生態系モデルを用いて種の持続 (パー
システンス)や絶滅を考察する際には,安定性の解析
とは異なった視点も必要となる.これを数学的に定
めたのが ｢パーシステンス｣や ｢パーマネンス｣とい
う概念である.
パーシステンス等の概念は,FreedmanandWalt-
man【3】によって導入されたが,その後様々な研究者
により研究され,発展し,用簿の使い方さえも変わっ
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て来た.また,それぞれの研究は,生態系モデルを視
野に入れていたので,それぞれにいろいろな仮定が
置かれていて,その全貌は極めて分かりにくい.
更に,近年は生態学モデルのみではなく,体内にお
ける免疫 ･病原体モデルにおいても,感染が持続する
か否かという点で,パーシステンスの概念を利用す
る必要性が出ている.この際には,過去の研究にお
いて,生態系を意識しておかれた仮定が成り立つこ
とが期待できない.そこで,免疫 ･病原体モデルにお
いてもパーシステンスを論ずることが出来るように,
過去の研究を整理し発展させなくてはならない.
本論文は,その手始めとして,パーシステンスに関
する主要な結果のいくつかを整理し,論ずることを
目的としている.系のパーシステンスを示す方法と
して,平均リアプノフ関数を用いる方法と,境界上の
流れを調べる方法があるが,ここでは後者について
述べる.
2 パーシステンス
ここでは,ButlerandWaltman【21,Butler,
Freedman,andWaltmanl]と同じ問題設定で考
える.後述するように,Thieme【5】はこの設定のな
かから本質的に必要となる部分を吟味し,より弱い
条件の元でパーシステンスを論じている.しかし,咲
況を理解するためには,強い条件の下で考える方が
よいので,ここではそのようにする.
X を局所コンパクトな距離空間とし,距離をdで
表す.EをX の閉部分集合とし,p-(E,R,q)杏
E上の連続な流れとする.すなわち,7T:ExR- E
を連続写像とし,7T(7T(I,i),S)-7T(a,i+S)をみた
すとする.xを通る軌道,正軌道,負軌道をそれぞれ
7(3:),7+(x),7~(x)と書く･また,Eの内部,閉包,
境界をそれぞれintE,CIE,∂Eと書くことにする.
定義 2.17 が零パーシステントとは,任意のx∈
intE に対して limsupト→∞d(q(I,i),∂E)>0が
成 り立ちことである. また,F が (強)パ-
システン トとは,任意の x∈ intE に対 して
liminft→∞d(7T(I,i),∂E)>0が成 り立つことで
ある.
F が一様弔パーシステントとは,ある正数 E に
対して,limsupt→∞d(7T(I,i),∂E)≧ E が任意の
x∈intEに対して成り立つことである.また,F が
一様 (草)パーシステントとは,ある正数Eに対して,
lm inftー ∞d(打(3,i),∂E)≧ Eが任意のx∈intEに
対して成り立っことである.
ここで通常想定 してい るのは,X - Rn,
E-Rn+の場合である･ ただしRn+-fx-
(31,32,- ,Xn)lxi≧0(i- 1,2,･-,n))である.
このときパーシステンスは,大まかに言えば,時間が
経過した後,どの変数も0から離れていることを意
味する.
3 軌道の境界への近づき方
3.1 極限集合.安定集合
パーシステンスを論ずるときには,パーシステン
スが成り立たないときに,軌道が境界 ∂β-どのよ
うに近づくかを考秦することになる.(このアプロー
チでは,パーシステントは背理法で証明されること
になる.)
もっとも典型的な近づき方は,境界上のひとつの
平衡点に軌道が近づいてゆく,というものである.し
かし,さらに複雑な近づき方もある.たとえば,3種
のロトカ･ボルテラ競争系
dJl
首
d∬2
~訂
dJ3
~京~
xl(1-x1-αX2-βE3)
32(1-β∬1-32-αSS) (1)
E3(11αXl-β3:2-33)
は,適当なパラメータ値に対して,その軌道がヘテロ
クリニックサイクルに近づいていくということが知
られている【4】.図1はその様子を描いたものである.
境界上の(1)の平衡点Pl-(1,0,0),P2-(0,1,0),
P3-(0,0,1)とこれらを結ぶ軌道からなる三角 (破
蘇)に解 (実線)が回転しながら近づいていく.この
近づきには,回転が進むにつれ,平衡点 Piの付近に
点 (xl(i),x2(i),E3(i))が留まる時間が長くなるとい
う特徴がある.
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図1:-テロクリニックサイクルに近づく軌道
以上のように,解軌道が境界-近づくときには,ひ
とつの平衡点に近づくだけではなく,いつかの平衡点
とそれを結ぶ軌道の和集合に近づく場合がある.こ
のため,解軌道が近づいてゆく先の集合として,不変
集合を定義する.M ⊂EがFに対して不変集合で
あるとは,任意の t∈R に対して7T(M,i)-M と
なることである.平衡点や全軌道は不変集合である.
また,空でない不変集合 〟 が孤立しているとは,〟
の適当な近傍 Vに対して,Vに含まれる不変集合が
必ず 〟 にも含まれることをいう.このとき,V を
〟 の孤立化近傍と呼ぼう.
また,解軌道の不変集合への近づき方を考察する
ために,極限集合と安定集合を定義する.
定義 3.1x∈E とする･数列 ftk)で tk- ∞
(k- ∞)なるものが存在し,y-limk→∞7T(I,tk)
となるとき,yを xのW-極限点という.xの W一
極限点全体からなる集合を,xのU一極限集合とよ
び,A十(x)と表す.また,数列 ftk)で tk一 一∞
(k- ∞)なるものが存在し,y-limk→∞7T(I,tk)
となるとき,yをxのα-極限点という.Rの α-極
限点全体からなる集合を,Jの α-極限集合とよび,
Aー (I)と表す.
α一極限集合とLJ-極限集合は,不変かつ閑であること
に注意しよう.
系 (1)の場合,図 1の解軌道上の点 xに対して,
A+(I)は,図の破線の三角となる.
9dLh -
Jdbacb 一一一一-一一
定義 3･2不変集合 〟 の安定集合 Ⅳ+(〟)と不安
定集合 Ⅳ~(〟)を
W+(M)-(x∈ElA十(I)⊂M)
WJ(M)-(x∈EIA~(x)⊂M)
で定める･また,M の弔安定集合Ww+(M)と事不安
定集合 WwIM)を
ww+(M)-(x∈EIA十(I)nM≠叫
Ww-(M)-(3:∈EIA-(I)nM≠叫
で定める.
つまり,∬∈Ⅳ十(〟)とは,点 〇を通る軌道上の点
が時間経過とともに〟 に限りなく近づくことを意
味している.系 (1)において,図1の解軌道上の点 〇
に対して,IgW十(pl)であるが,x∈Ww+(Pl)で
ある.
3.2 境界上の不変集合への近づき方を限定
するための仮定
ここで述べる方法で,パーシステンスを証明する
には,パーシステンスが成り立たない,すなわち解軌
道がある意味で境界に近づいていく際に,どのよう
に近づいてゆくかを解析し,これにより境界上の流
れのパターンを調べ,そのような事が起こらない条
件を考察している.したがって,前提として軌道の様
子があまり多様にならないように仮定を設ける.
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最初に,Fは消散的であるとする.ただし,Fが消
散的であるとは,任意のx∈Eに対して +^(a)が
空でなく,かつEのすべての点のLJ一極限点全体のな
す集合が相対コンパクトとなることである.Eのす
べての点のLJ一極限点全体のなす集合を
o(F)- ∪ 十^(a)
x∈E
と書くと,最後の条件は cln(F)がコンパクトとい
うことになる.Fが消散的なときは,任意の点x∈E
に対して,A+(x)はコンパクトになる.このとき,I
を通る半軌道7+(I)は有界になることに注意しよう.
次に,境界∂EはFに対して不変であると仮定す
る.すると,Fを∂Eに制限した流れを考えること
が出来る.これを∂Fとおく.この境界上の流れ∂F
の極限点となりうる点があまり豊富でないとし,さ
らにこの極限点にintE内の不変集合が集積してい
ないとする.この仮定のために,以下の定義をする.
定義 3.3境界上のながれ ∂FのLJ-極限点全体の集
合を
n(∂f)- ∪A+(I)
〇∈∂E
と書くことにする.
流れ∂Fが孤立しているとは,n(∂F)の被葎
A
∩(aF)-U Mk
i=1
(2)
で,以下の性質を持つものが存在することである.
(i)Ml,M2,...,Mk(⊂∂E)は∂Fの孤立不変集
合で,コンパクトである.
(i)Ml,M2,- ,Mkは互いに交わらない･
(ii)Ml,M2,...,MkはFの不変集合としても孤
立している.
このとき,被覆 (2)を孤立化被覆とよぶ.
以後,∂Fは孤立しているとする.
33 孤立不変集合-の近づき方
境界-軌道が近づく様子を考える前に,境界上に限
らず,不変集合-の軌道の近づき方を考えてみよう.
M をFに対するコンパクトな孤立不変集合とす
る.点〇を通る軌道が〟 に近づくことは,安定化集
合の概念で表すとx∈W十(M)となる.
では,系 (1)の例 (M - Pl)のように,x∈
鶴(〟)＼Ⅳ 十(〟)のときに,流れがどうなるかを
見てみよう.このとき,xを通る軌道は,M に近づ
いたりM から離れたりをくり返す.図2(左)はそ
の様子の一例を表したものだが,軌道は回転を増す
毎に,より〟 に近いところを通っていく･図2(右)
は,Mの近くを描いたものだが,軌道7(x)の極限と
して,〟 に近づく点の集合■(r十)と〃 から離れて
いく点の集合 (ド )が予想される.これを定式化し
たのが,次の定理である.
定理 3.1M をFに対するコンパクトな孤立不変集
合とする.このとき,x∈Ww+(M)＼W十(M)ならば,
^十(I)nw十(M)＼M≠0,
A+k)∩Ⅳ~(〟)＼〃≠臥
定理 3.1の証明の概略を述べよう.VをM の孤
立化近傍とする.〟 がコンパクトなので,Vもコン
パクトにとれる.仮定より,xを通る軌道 7(I)は,
無限回 Vに出入りする.x∈Ww+(M)なので,点列
(tklで,tk- ∞ (k- ∞)をみたし,xk-7T(I,tk)
とおくと,a(xた,M)- ∞ (k- ∞)となるもの
がある (図 3)･Thを負の数で,q(xk,Th)∈∂V,
1r(xk,【Th,0】)⊂V となるものとし,yk-7T(孤,Tk)
とおく (図 3).∂V はコンパクトなので,部分列
をとりなおすことにより,yk- y(k- ∞)と
なる y∈∂V がある.ところで,M が不変集合
なので,〟 に近い点ほど 〟 から離れるのに時間
がかかることが,7Tの連続性からわかる.よって,
Tk一 一∞ (k- ∞)となる.これより,任意の正
の数 tに対して,打(y,i)が Vに含まれることがわ
かる.なぜなら,この tに対し,kを十分大きくと
ると,7T(yk,i)-打(xk,Tk+i)∈Vとなり,k- ∞
とすると,7T(y,i)∈Vとなるからである.よって,
7+(y)⊂V,したがってA+(y)⊂Vとなるが,Vが
孤立化近傍なので,V内の不変集合 ^+(y)はM に
含まれることになる.よって,y∈W+(M).
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図2:x∈Ww+(M)＼W+(M)を通る軌道7(I)
図3:軌道上の点列
最後に y∈ A+(I)をい う. これは,y -
limk→∞n(x,tk+Tk)であるから,tk+Tk- ∞
をいえばよい. これが成 り立たないと仮定する
と,tk十Tkは有界になり,部分列をとりなおす
と,tk十Tk- T なる T がとれる. このとき,
yk-7T(x,tk+Tk)-7T(x,T)となるが,この極限は
yだったので,y-T(x,T)となり,^十(y)-^十(a)
となる.上でy∈W+(M)を示したが,これは仮定
SEW+(M)に反する.
同様に,7T(xた,LTk)∈∂V,7T(xk,【0,qk])⊂Vなる
ように正の数 crたを定め,zk-7T(tk,Crk)の極限点 Z
を考えると,Z∈^ -(I)uW十(M)＼M となる.
以上が定理 3.1の証明の概要である.
3.4 軌道の境界への近づき方と境界上の
流れ.
次に,軌道が境界-近づくときの様子と,境界上の
流れを見てみよう.
第-1=考えられるのは,I(∈intE)を通る軌道が,
境界上の不変集合Mi(i-1,2,...,k)に引き込まれ
るときである.ただし,n(aF)-Uf=1Miは孤立化
被務である.これは,x∈W+(Mi)で表される.
それでは,どのようなx∈intEに対してもそうな
らないとき,すなわちintEnW十(Ml)-砂のときは
どうなるであろうか.これが成り立ち,なおかつx∈
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intEを通る軌道がIimsupt→∞d(打(3;,i),∂E)-0
となるとき,軌道7(x)はどのようになるかを見てみ
よう.
このとき,Z∈A+(I)∩∂E なる点 Zがある･
A+(x)が不変かつコンパクトであるからA+(I)は
空でなく +^(I)⊂ 十^(I)となる.一方,Z∈∂E
であるから +^(I)⊂ n(∂F)である. よって,
A+(x)nn(∂f)≠臥したがって,A+(x)nMil≠¢,
すなわちx∈Ww+(Mil)となるMi.がある･ここ
で,x∈intEなのでaIgW+(Mil)に注意する･
次に,
x∈ww+(Mil)＼W+(Mil) (3)
なるx∈intEがあることにより,境界上の流れに制
限が出来ることを述べる.そのために,いくつか定義
をする.
定義 3Ax∈A~(Ml)∩^ 十(M2)なるxgMIUM2
が存在するとき,孤立不変集合 〟 1から 〟 2-の
チェーンがあるといい,〟 1- 〟 2と書く.
有限個の孤立不変集合からなる族 fMi)のサイ
クルとは,部分族 fMiJ で Mil- Mi｡一 ･･･一
Min-Milとなるものをいう･ただし,m は1以
上の整数である.
さて,(3)をみたすx∈intEが存在することによ
り,fMi)はサイクルを持つことを示そう.
(3)が成り立つので,定理3.1より,
pil∈A十(I)nw+(Mil)＼Mil (4)
なるpilが存在する.このpilを通る軌道は,i- ∞
のとき,Milに引き寄せられる.
次に,p ilを通る軌道の,i- -∞ のときの挙
動をみてみよう･仮定よりW十(Mil)⊂∂Eなの
で,pil∈∂Eであることに注意する.また,piュ
はコンパクトな不変集合 A+(I)∩∂E の元なの
でAJ(ptl)も空でない ∂Eのコンパクト集合とな
る･特に Aー (pit)⊂∂Eなので,A+(A~bil))⊂
∩(∂f)AA一btl)もコンパクトかつ不変なので,
め≠A+(^~(pi上))⊂ ~^bil).よって,A~bil)n
∩(aF)弗 すなわちA-O,il)∩(u!=1Mi)≠臥
これには,A-bit)がどの Miにも含まれない場
合と,A~bil)⊂M3･1となるM3･1が存在する場合の
2通りの落合がある.
最初に,A-わil)がどのMiにも含まれない場合を
考える･Alれ)∩(u聖1Mi) ≠¢であったので-
-^bi.)nMi2≠0なるMi2がある.A~bil)¢Mi｡
だったので,
pil∈Ww-(Mi2)＼W-(Mi2) (5)
となる･このとき,定理 3･1より,qi2∈^-わil)n
W~(Mi2)＼Mi2なるqi2がある･A~bil)⊂∂Eよ
りqi2は境界∂Eの点となり,A+(qi2)⊂n(∂F)-
∪たlMiとなるが,消散性より,A+(qi2)は有界で,
よって連結なので,被覆を構成するMiのうちひとつ
に含まれる･よって,^ 十(qi｡)⊂Mi3となるMi｡が
ある･以上より,Mi2からMi3-のチェーンがある.
さらに,A-わil)は qi2を含む不変集合なので,
十^(qi2)⊂A~bil)･また,A+(qi,)⊂Mi3であった
ので,A~bil)nMi3≠0･すなわちpil∈WwIMi3).
今,いかなるMiもAJbil)を含まない場合を考え
ているので,Ww-(Mi3)＼W-(Mi3)≠O.これより,
(5)以降の議論を用いると,あるMi.に対して,Mi3
からMi.へのチェーンがある.Miは有限個なので,
これを繰り返せばサイクルができる.
次に,A-わil)⊂MjlとなるM,･lが存在する身合
を考える･このときは,M,lからMi1-のチェーン
がある･pil∈A+(x)だったので,A+(I)が不変で
コンパクトなことから,A-b)il)⊂ 十^(3:).よって,
A+(3:)nM,･1≠め,すなわち,x∈Ww+(M,1)･Xは
Eの内点なので,xgW十(M]1)･すなわち,
x∈Ww+(M,1)＼W十(M,1) (3')
これは,(3)と同じ状況であり,やはり定理3.1より,
(4)と同等な式
p,･1∈A十(a)nw+(Mjl)＼M,1 (4')
がな りたっ･ よって,先 と同様に,A-(p,1)∩
(uF=1Mi) ≠ ¢とな｡,やはり同様に,^旬 ,i)
がどの Miにも含まれない場合と,ALb,･1)⊂M,･1
となるM3･1が存在する場合の2通りの場合に分か
れる.
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A~匝31)がどのMiにも含まれない場合には,先
と同様で,サイクルができる･また,A~b3･l)⊂Mj2
となるMj,が存在する場合にも,この手続きを繰り
返せばサイクルができる.
以上をまとめると,次の補選を得る.
補題 3.1W十(Mi)∩intE-め(i-1,2,･･･,k)と
する.このとき,^十(x)∩∂E≠¢なる3;∈intEが
存在すれば,(Mi)はサイクルを持つ･
これをパーシスンテンスのための十分条件の形であ
らわすと次のようになる.
定理 3.2W+(Mi)∩intE-め(i-1,2,- ,k)と
する.また,孤立化被覆は決してサイクルを作らない
とする.このとき,Fはパーシステントである.
4 LJ一極限集合の族が境界に近づく
とき
このセクションでは,LJ一極限集合の族の収束を考
えたいので,準備として,距離空間の部分空間のなす
集合の位相について述べる.Yを距離 dを持つ距
離空間とし,に(Y)をYのコンパクト集合全体から
なる集合とする.A,B∈A:(Y)に対して,Hausdor庁
距離を
d(AIB)-max(盟 d(a,B),bienLd(a,A))
で定めると,に(Y)は距離空間となる･Yが完備であ
ればX:(Y)も完備となり,Yがコンパクトであれば
K(Y)もコンパクトになる【6ト
さて,力学系の話に戻ろう.Fが一様パーシステ
ントでないとすると,LJ-極限集合の列fLJn)が境界に
近づいてゆく.すなわち,a(O.I,∂E)-0(n- ∞).
更に,Fがパーシステントと仮定すると,LJi⊂intE
である.各L.)n内の適当な点をとれば,その点を通る
軌道の閉包clTn⊂intEに対して,a(Tn,∂E)- 0
(n-∞)とできる･
今,消散性よりcln(I)はコンパクトであるか
ら,A:-K:(cln(I))は Hausdorf距離を用いてコ
ンパクトな距離空間になる.fwn)⊂に であるか
ら,部分列をとり直すことにより,a(LJn,LJ)- 0
(n- ∞)なるコンパクト集合 Uが存在する.un
が不変なので,W も不変になる.n- ∞ のとき,
a(wn,∂E)-0なので,Lun∂E≠¢である.LJn∂E
はコンパクト不変集合なので,この点のu-極限集合
はすべてこの集合に含まれ,しかも空でない.よっ
て,LJnn(∂f)≠O.よって,n(∂F)の孤立化被覆
(Mi)に対し,L,nMil≠¢なるiiが存在する.
次に,LJnMil≠0のときに,あるMi2が存在し
て,M i,からM ilへのチェーンがあることを示す.
MiのEにおける孤立化近傍 Ui,ViをcIUi⊂Vi
ととる.ただし,Miがコンパクトなので,Ui,Vi
をコンパクトで Ui⊂intViとになるようにとり直
せる.unMil≠¢なので,nが十分大きければ,
wnnUil≠砂である.wn⊂intEなので,不変集合
wnは Uilに含まれない.なぜなら,そうでないとす
ると,Uilが孤立化近傍なので,LJn⊂Milとなり矛
盾するからである.
したがって,十分大きな nに対して,0≦ sln ≦
tln なる数と,点 x ln ∈Tnで, 31n ∈∂Uil,
汀(xln,tュn)∈∂Uil,a(汀(xln,Sln),unM il)- 0
(n- ∞),汀(xln,[0,tlnl)⊂Uilなるものが存在す
る･ここで,yln :-汀(xln,Sln),Zュn :-N(xlm tln)
とおく.
命題 4.1a(xln,∂E)-0(n- ∞).
(証明)これが成り立たないとする.∂Uilがコン
パクトなことから,部分列をとり直して,xln-El
(n- ∞)なる盲1∈∂Uilが存在する.d(xln,∂E)
が0に収束しないので,El∈intE.また,部分列を
とり直して,yュn-軌∈wnMilとできる.
この E-1に対して,これを通る正軌道 7+(El)は
Vln には含まれない.なぜなら,もし7+(El)⊂Vln
なら,A+(E～1)⊂Vln となる. 十^(E-1)⊂Milなら,
パーシステンスに反し,そうでないならⅥ1が孤立
化近傍であることに反する.
El∈∂Utl ⊂ Vtlを通る正軌道が t-Tlで
始めて Vilの外に出るとする.6-1-7T(E-1,Tl)∈
∂Vtlとおくと,n- ∞ のとき,xln -Elより
n(xln,Tl)- El.6-1はUln の外部にあるので,n
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が大きいときには,7T(xln,Tl)もUlnの外にある.
よって,0<sln <tln<Tl.よって部分列をと
り直して,sin- Jなる crがとれ,0<q<Tl.
よって,7T(xln,Sn)- 41∈LJn∂Eであったので,
う1-7T(E～1,g)∈∂Eとなる.E-1∈intEであったの
で,これはintEの不変性に反する.(∂Eが不変と仮
定しているので,内部intEも不変である.)(証明終)
さて,命居4.1より,部分列をとり直すと,xln-
El(n- ∞),El∈∂Uiln∂Eとできる･7(El)を考
える.
命億4.2A+(El)⊂Mill
(証明)最初に7+(El)⊂Vtlを示す.これを否定す
ると,7+(El)が Vilの外に出る･命題 4･1の証明第
3段落と同じ議論で,7+(El)はunMilの点を含む
ことになる.El(∈∂Uil)はMilの点ではないので,
これはMlの不変性に反する･
よって,A+(El)⊂Vi上.Vilが Mtlの孤立化近傍
なので,Vilに含まれる不変集合 A十(El)はMilに
含まれる.(証明終)
次に,Elの α一極限集合を考える.Tnが一様に有
界なので,T(El)も有界となる･よって,^~(El)
は空ではないコンパクト不変集合になる. また,
El∈∂Eなので,∂Eの不変性より ~^(El)∈∂E.
よって,AJ(El)nn(∂F)≠O･よって,セクショ
ン3.4においてA~(pil)に対して示したのと同様に,
A-(El)∩(u!=1Mi)≠¢となり,A-(El)nMi2≠¢
なるMi｡がある･
xln-El,a(LJn,LJ)- 0だったので,7Tの連続性
より,^~(El)⊂LJ.よって,LJnMi｡≠0.よって,令
題 4.2の証明で +を一におき代えて時間方向を逆
にすると,AJ(El)⊂M22･
以上により,Elを通る起動は,Mi｡からMilへの
チェーンがあることがわかった.
LJnMi｡であったので,このセクションの第4段
落に戻って,あるMi3に対して,Mi3からMilへの
チェーンがある.
これを繰り返すとtMilのサイクルが出来る･
以上をまとめると,次の定理になる.
定理 4.17がパーシステントとする.また,佳意の
iに対して,W+(Mi)∩intE-砂とする.このと
き,LJ-極限集合の列 LJnが存在して,a(LJn,∂E)- 0
(n- ∞)であるとすれば,Miのサイクルが存在
する.
これをパーシステンスの十分条件の形にすると,吹
の定理になる.
定理 4･2W十(Mi)nintE-¢(i-1,2,… ,k)と
する.また,孤立化被覆はサイクルをもたないとす
る.このとき,Fは,パーシステントであれば,一様
パーシステントである.
この定理と定理 3.4をあわせると次の定理を得る.
定理 4･3W十(Mi)nintE-¢(i-1,2,… ,A)と
する.また,孤立化被覆はサイクルをもたないとす
る.このとき,Fは一様パーシステントである.
5 考察
先にも述べたように,セクション3.2でおいた仮
定は,この議論のためには強すぎる.たとえば,消散
性の仮定において,cl(し⊥∈EA+(x)をコンパクト
としたが,今までの議論では,境界∂Eの傍にある点
xに対してのみ +^(x)を考えているので,すべての
I∈Eに対するA+(I)の和集合を考えるのはやり
すぎである.
Thiemel51は,セクション4の議論を次のような
弱い仮定の下で論じている.
収支 (C4,1)以下の 1,2をみたす ∂>0が存在
する:
1. x ∈ E がすべての t ≧ 0に対 し
a(q(xn,i),∂E)<6をみたすなら,7+(｡)は相対
コンパクトである.
2･(xn)⊂EがIimsuptーCX,a(7T(xn,i),∂E)-0
(n- ∞)をみたすなら,cl(Un｡NA+(xn)はコン
パクトである.
この他にも,Thieme【51は,流れの代わりに半流
を対象としたり,Eの局所コンパクトな距離空間と
いう倣定を除き,代わりの仮定を設けたりするなど,
佐々木 徹ら/ 力学系のパーシステンス
パーシステンスの結果を拡張している.しかし,我々
の目的のためには,更なる理論の整理,検討が必要で
あり,それは今後の課題である.
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